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RESUMO: Apresenta-se, neste estudo, uma revisdo da extensa literatura sobre aspectos tedricos
da ndo normalidade em dados estatisticos. O problema é apresentado na se¢io 1 e suas causas,
isto é, as situacbes nas quais a ndo normalidade ocorre, sdo apresentadas na secio 2. Os efeitos
da ndo normalidade aparecem na segio 3. Na secdo 4, testes para normalidade sdo discutidos
com o objetivo de detectar o problema no conjunto de dados observados. Finalmente, na se¢io 5
discute-se como lidar com a questdo, principalmente através de procedimentos de transforma-
cdo dos dados para remover os efeitos da nio normalidade.
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ABSTRACT: This study presents a review of the extensive literature on the theoretical aspects
of non-normality in statistical data. The problem is presented in section 1, and its causes, i.e.,
the situations in which non-normality occurs, are presented in section 2. The effects of non-
normality appear in section 3. In section 4, tests for normality are discussed in order to detect
the problem in the observed data set. Finally, section 5 discusses how to address this question
mainly through data transformation procedures to remove non-normality effects.
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1-INTRODUCAO

No inicio do século XX, o aparecimento dos
testes de significancia revolucionou a teoria e a
prética estatistica. Entretanto, eles se apoiavam na
suposicdo de que os dados observados eram uma
amostra aleatéria de uma populagdo hipotética
com distribui¢do normal (HOTELLING; PABST, 1936).
Logo surgiram estudos a respeito dos erros que
poderiam resultar da aplicagdo desses testes quan-
do a distribui¢do nao fosse normal, como Carlson
(1932) e outros®. Um século depois, hd extensa
literatura sobre normalidade e ndo normalidade
(HENZE; WAGNER, 1997), assunto que tem recebido
muita atencdo na estatistica aplicada. O objetivo
geral deste artigo é apresentar uma revisdo meto-
dolégica com base na vasta literatura sobre a ques-
tdo, tendo em vista, principalmente, o contexto de
varidveis agronomicas.

O conhecimento da forma da distribuicdo de
probabilidade de uma variavel aleatéria é util e, as
vezes, essencial em problemas estatisticos*. Uma vez
que a forma da distribui¢do esteja determinada é
possivel estimar seus pardmetros, construir interva-
los de confianca e testar hipoteses. A caracterizagdo
das distribuigdes de probabilidade mais comuns,
com a normal, encontra-se em qualquer livro de
Estatistica Matematica. Uma distribuicdo de probabi-
lidade pode ser caracterizada de diversas formas:
pela sua fungdo densidade, pela sua funcao caracte-
ristica, pela sua funcdo geradora de momentos, pelo
conjunto de seus momentos. Na prética, é usual
utilizar os quatro primeiros momentos para caracte-
rizar uma distribui¢do amostral: a) o primeiro mo-
mento dda uma medida de localizacdo ou tendéncia
central (média, mediana e moda); b) o segundo, uma
medida de dispersao (varidncia, desvio padréao, coe-
ficiente de variacdo e amplitude); c) o terceiro, uma

3Shewhart e Winters (1928), Rider (1929), Rietz (1931), Chesire,
Oldis e Pearson (1932), Perlo (1933 apud HOTELLING; PABST, 1936).

4A normalidade pode ser estudada diretamente sobre uma va-
ridvel ou sobre os erros de um modelo para essa varidvel (como
num modelo de regressao) e até mesmo sobre os erros de uma
série temporal.
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medida de assimetria; e d) o quarto, chamado kurto-
sis (ou curtose), uma medida da proeminéncia do
pico e da cauda da curva de distribuicdo (FINUCAN,
1964). Também o conjunto M das esperangas das
estatisticas de ordem de amostras de uma distribui-
¢do pode determinéd-la completamente (ARNOLD;

MEEDEN, 1975).

Distribui¢cdao normal (ou gaussiana, ou de
Gauss). Diz-se que uma varidvel aleatéria Y tem
distribuicao normal, com média , e variancia ¢, e

escreve-se Y~N(u, 02), se sua fungdo densidade de
probabilidade é dada por:

F()=r0*) " expl - CEL
o

para —o < y<eoo,e ¢ >0. Ela é chamada de distri-
buigdo normal padrao (Figura 1) se tiver média igual
a zero e varidncia igual a um: Y~N(0,1)

2-NAO NORMALIDADE

De maneira tautolégica, considere-se que a
ndo normalidade ocorre quando alguma das varia-
veis que descrevem um fendmeno segue qualquer
distribuigdo de probabilidade que ndo seja a normal,
por razdes intrinsecas ao fendmeno. Existem casos
em que a ndo normalidade é evidente, por exemplo:
a) quando ha restricdes sobre os valores das obser-
vacdes; b) quando a distribui¢do tem caudas pesadas
ou deformacgdes em relagdo a distribuicio normal; e
¢) quando uma variavel aleatéria é definida pela
razao entre outras duas.

Restri¢gdes. Uma das restricbes mais comuns
aos valores que as observagdes podem assumir é que
elas sejam estritamente positivas (ou pelo menos,
ndo negativas). Isso acontece com muitas variaveis
que aparecem em estudos com estatisticas agricolas,
por exemplo, drea plantada e produgdo. Um caso
ainda mais restritivo é o de dados de contagem, que
devem ser estritamente inteiros e ndo negativos, por
exemplo, niimero de plantas, nimero de animais e
nimero de trabalhadores.
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Figura 1 - Distribui¢do Normal Padrao.
Fonte: Dados da pesquisa.

Caudas pesadas. Diz-se que algumas distribui-
¢des possuem caudas pesadas, no sentido de que elas
apresentam valores distantes das medidas de locali-
zacdo®, com probabilidade maior do que a distribui-
¢do normal. Caudas pesadas ocorrem, por exemplo,
quando a varidncia® é muito grande, até mésmo infi-
nita, como é o caso da distribui¢ao de Cauchy. Tam-
bém podem estar associadas a ocorréncia de valores
discrepantes ou extremos (outliers), entendidos como
valores muito distantes daqueles das demais observa-
¢des, em outras palavras, valores excessivamente
grandes ou pequenos em relacdo aos outros. Embora
um valor discrepante possa resultar de um erro de
medida, também pode ser um resultado genuino,
indicando um comportamento extremo da varidvel,
que merece ser estudado, e ndo removido.

Caudas pesadas, geralmente, se manifestam
com uma proeminéncia do pico e da cauda da curva

5Medidas de tendéncia central, ou medidas de posigdo, ou
medidas de localizagdo indicam o meio da distribuicdo dos
dados (como a média, a mediana e a moda) ou outros pontos
importantes da distribui¢do (como os quantis).

®Medidas de dispersdo indicam a variabilidade dos dados
(como a variancia, o desvio padrédo, o desvio médio absoluto, a
amplitude total e a distancia interquartilica).
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de distribuicdo, podendo ser medida pela curtose. A
curtose’ igual a zero chama-se mesocirtica, e indica
uma distribuicdo com achatamento semelhante ao
da distribui¢cdo normal. Para valores maiores do que
zero ela chama-se leptoctrtica, indicando uma dis-
tribuicdo mais afunilada ou centralmente concentra-
da do que a normal, e com caudas mais pesadas que
esta, no sentido de que se podem obter valores mui-
to distantes da média. A curtose negativa, chamada
platicartica, indica uma distribui¢do mais achatada
do que a normal. Portanto, curvas mais ou menos
achatadas em relagdo a uma distribui¢do normal
significam ndo normalidade.

Assimetria. A distribuicdo dos dados é simé-
trica quando eles se distribuem da mesma forma
tanto acima quanto abaixo do meio da distribui¢do,
como é o caso da distribuicdo normal. Distribuices
assimétricas, obviamente, afastam-se da normalida-
de, podendo ser medidas pelo terceiro momento. A
assimetria (ou obliquidade®) igual a zero indica uma
distribuigdo simétrica, como a normal. Valores posi-

’Em inglés, kurtosis.

8Em inglés, skewness.
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tivos indicam assimetria a direita, isto é, a cauda
direita da distribui¢do, onde estdo os valores acima
da média, é mais pesada. Valores negativos indicam
assimetria a esquerda.
Razdo. Considere-se uma variavel Z definida
como a razdo entre outras duas variaveis, X e Y
4 X
Y
Da teoria estatistica sabe-se que, se duas dessas va-
ridveis tiverem distribuicao normal, a terceira ndo o
terd, mesmo se houver independéncia entre duas
delas (ver, por exemplo, KEENE, 1995). De fato: a) se
X e Y forem normais, entdo, Z tera distribuicdo de
Cauchy (que tem média e variancia infinitas); b) se Z
e X forem normais, entdo, Y terd distribuicdo de
Cauchy; e c) se Z e Y forem normais, entdo, X ndo
tera distribuicdo normal®. Andrews e Mallows (1974)
apresentam condigGes necessérias e suficientes para
que uma variavel aleatdria Z possa ser gerada com a
razdo X/Y, onde X e Y sdo independentes e X tem
distribui¢do normal padrao.
Exemplos da razdo entre duas varidveis sdo:
a) A produtividade (ou rendimento) agricola'® é cal-
culada pela producao! dividida pela drea plan-
tada (ou pelo nimero de plantas);
b) A densidade de cultivo agricola é calculada pelo
numero de plantas dividido pela area plantada'?;
¢) A produtividade pecudria é calculada pela pro-
dugdo dividida pelo niimero de animais’3; e

9Pode-se mostrar que a distribuigdo do produto de duas varia-
veis normais ndo é normal (em alguns casos, ela converge para
uma normal), podendo ser apenas aproximada (WARE; LAD,
2003; CRAIG, 1936).

WEm inglés, field crop yield.
"Em inglés, output, production, yield.

2Também chamada densidade de plantio, ou stand de plantas,
palavra eventualmente aportuguesada para estande (em inglés,
plant stand), é definida como o niimero de plantas por unidade
de drea, sendo determinada pelo espacamento entre as plantas
no campo. A expressio “ntmero de plantas” pode ser dita
“ntmero de pés” por alguns autores.

1BA expressdo “numero de animais” pode ser dita “namero de
cabegas” por alguns autores.

Rev. de Economia Agricola, Sio Pavlo, v. 61, n. 2, p. 17-33, jul.-dez. 2014

d) O prego é dado pelo valor da transagdo dividido
pela quantidade vendida (expressa em peso, ou
em volume, ou em numero de unidades, etc.),
embora, na pratica comercial, o prego seja estabe-
lecido e o valor da transacao, calculado depois.

Em todos esses casos, certamente a suposicao
de normalidade ndo é correta, as vezes, por mais de
um motivo.

3 - EFEITOS DE DESVIOS DA NORMALIDADE

Comumente espera-se que as observagdes de
amostras de populagbes sigam uma distribuigdo
normal ou aproximadamente normal. De fato, a
suposi¢do de normalidade é uma das mais comuns
nos procedimentos estatisticos. Entretanto, essa su-
posicdo ¢, frequentemente, a que menos provavel-
mente é véalida. E mais comum que as observacoes
tenham uma distribui¢do apenas aproximadamente
normal. Felizmente, boa parte da andlise de varian-
cia pode ser desenvolvida sem tal suposi¢do, que é
necessdria somente para justificar o uso de certos
testes de significancia formalmente precisos e certas
férmulas de estimagdo (JOHNSON; LEONE, 1964). Po-
de-se mostrar que é possivel tolerar um razoavel
afastamento da normalidade, com pequeno efeito
pratico na andlise de variancia convencional. A ndo
normalidade ndo leva a erros sérios de interpretacdo
de médias simples, que na maioria dos casos sdo
aproximadamente normais, ao contrario do que
acontece com a distribuicdo das estatisticas de se-
gunda ordem (HOTELLING; PABST, 1936).

Num modelo de regressdo, o grau de ndo
normalidade das varidveis independentes é decisivo
para a ndo normalidade da varidvel dependente e
para a sensibilidade da analise de varidncia a esse
afastamento da normalidade (Box; WATSON, 1962).
A utilidade da estimagdo num modelo de regressao
depende do grau em que as suposi¢des do modelo,
incluindo heterocedasticidade e normalidade dos
erros, sdo satisfeitas. A falta de normalidade nao
introduz viés na estimagdo dos parametros, mas sim,
na dos desvios padrdes, afetando a validade dos
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intervalos de confianca e dos testes de hipotese

(BERNIER; FENG; AZAKAWA, 2011). Kronmal (1993)

discute problemas que surgem quando varidveis do

tipo razao aparecem como dependentes ou inde-
pendentes num modelo de regressdo. O autor reco-
menda que razdes sejam utilizadas somente no con-
texto de modelo linear completo em que o intercepto

esta presente, mostrando que seu uso pode levar a

inferéncias enganosas.

Os efeitos da ndo normalidade podem ocor-
rer:

a) Na estimacdo de maxima verossimilhanca, que
pressupde uma distribuicdo de probabilidade pa-
ra poder deduzir as férmulas de estimacdo de
seus parametros.

b) Na estimacdo por intervalo. Na estimacgdo por
ponto ndo é necessario supor uma distribuicdo,
exceto para estimadores de maxima verossimi-
Ihanca.

c) Associada a assimetria da distribuicdo, quando as
medidas de localizagdo (média, mediana e moda)
deixam de coincidir. De modo geral, a ndo nor-
malidade ndo conduz a erros muito sérios na in-
terpretacao de médias simples, embora deva ser
assinalado que a média é mais sensivel a outliers
do que a mediana.

d) Na aplicacdo de testes de significancia baseados
na suposi¢do de normalidade, como o teste ¢ de
Student ou o teste F, e na analise de variancia, es-
ses efeitos podem se mostrar sérios. Entretanto,
estudos de simulagdo tém mostrado que o teste F
resiste bastante a afastamentos da normalidade.
Simula¢bes mostraram que o teste ¢ para o coe-
ficiente de correlagdo é robusto a afastamentos da
normalidade quando as varidveis sdo indepen-
dentes, mas ndo quando elas sdo dependentes
(EDGELL; NOON, 1984). O teste t de Student tam-
bém se mostra robusto, a menos que a distribui-
¢do seja muito assimétrica ou com caudas muito
pesadas (LACHENBRUCH, 2003).

e) Quando se comparam grupos. O efeito da ndo
normalidade nado é sério quando se comparam
médias em experimentos com controle interno,
como ocorre com a maioria deles, porém, é mais

sério quando se comparam varidncias de grupos
independentes de observagdes.

f) Em casos de heterocedasticidade, ou falta de ho-
mogeneidade das variancias, que costuma ser
motivo de preocupagao maior. Quando se com-
param médias de dois grupos de observagdes
pelo teste ¢, uma suposicdo bésica é a de que a
varidncia em cada grupo de observacdes é a
mesma, caso contrario, as probabilidades calcu-
ladas serdo diferentes daquelas dadas nas tabe-
las de significincia. O problema é mais sério
quando o namero de observagdes nos dois gru-
pos é muito diferente. No estudo dos modelos
lineares, quer os de posto completo (regressao),
quer os de posto incompleto, a suposicdo de
normalidade dos residuos é necessaria quando
se introduzem testes de hip6tese e os afastamen-
tos da normalidade costumam estar associados a
heterocedasticidade.

4 - TESTANDO A SUPOSICAO DE NORMALI-
DADE

E bom procedimento verificar se as suposi-
¢des do modelo ou da andlise que se pretende utili-
zar num trabalho estdo satisfeitas, em particular a de
normalidade. Duas questdes surgem de imediato: a)
como testar se um conjunto de observagdes provém
de uma populacdo com distribuigdo normal; b) em
caso negativo, como proceder.

Para verificar se a distribuicdo é normal, a
primeira coisa a fazer é um gréfico de frequéncias
das observagdes, para examinar se existem assime-
trias. Ao se desconfiar da existéncia de ndo normali-
dade, o passo seguinte é testar a hipotese nula de
que a distribui¢do das observacdes é normal, contra

a hipétese alternativa de que ndo o é.

Chama-se teste de aderéncia (ou de ajusta-
mento) o problema de testar a hipétese de que uma
dada amostra provém de uma populacdo com uma
funcdo densidade especifica. Um caso classico é o de
testar se as observagdes provém de uma populagdo
com distribui¢do normal. Para tanto, utiliza-se uma
estatistica que pode ser escrita de forma geral como
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2 _ Z (0 = Ey)?
X : E;
L

onde O, é uma frequéncia observada e E; é uma

frequéncia esperada. Com essa estatistica constrdi-se
um teste de qui-quadrado de aderéncia (MOOD;
GRAYBILL; BOES, 1974).

Desde que surgiu o interesse pela questao,
testes para normalidade/ndo normalidade e suas
variagdes, para o caso univariado e o caso multivari-
ado, tém sido propostos as catadupas. Ao final do
século XX, existiam cerca de 40 testes'* mais especifi-
cos para ndo normalidade que se fundamentavam
em caracteristicas da distribuicdo normal (DUFOUR et
al., 1998). Na década seguinte, ja se contavam mais
de 50 métodos para estudar o ajustamento a normal
(MECKLIN; MUNDFROM, 2004; DESMOULINS-LEBE-
AULT, 2004)">. H4 vérias maneiras de categorizar
esses testes, como a seguinte: a) testes baseados na
funcdo de distribuicdo empirical®; b) testes baseados
em regressdo e correlacdo; c) testes baseados em
momentos (DUFOUR et al., 1998; SEIER, 2002). Alguns
dos mais utilizados sao descritos a seguir.

4.1 - Testes Baseados na Fung¢dao de Distribuicao
Empirica

Existem importantes testes baseados na fun-
¢do de distribuigdo empirical” (ou na fungdo caracte-
ristica empirica), que consistem em compara-la com
a funcdo de distribuicdo acumuladal® da normal.
Apresentam-se os trés principais a seguir'®. Sejam n

14Geralmente, sdo testes abrangentes (em inglés, omnibus tests) ou
globais, no sentido de que compreendem vérios itens, ou cuja
hipétese nula refere-se globalmente a todos os grupos do estudo.

15Um bom trabalho de revisdo sobre testes para normalidade,
especialmente para o caso multivariado, é o de Mecklin e Mund-
from (2004).

16A palavra “empirica” tem aqui o significado de “baseada nos
dados ou observagoes”.

7Referenciada pela sigla em inglés EDF.
18Referenciada pela sigla em inglés CDF.

YQOutros testes baseados na funcdo de distribui¢io empirica sao
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observagbes Z, ou Z,, para i<i<n, € a transforma-
cdo U, =q)(ZAm /s), onde () denota a funcdo de

distribuigdo cumulativa da normal padrao N(0,1).

Teste de Kolmogorov-Smirnov®. Esse teste é
definido por:

D =max(D*,D7)

onde DT=max[(i/n)-U] oD ZmaX[U[—(l'—l)/"]. A
tabela para o caso em que a média e a variancia pre-
cisam ser estimadas a partir da amostra é dada em
Lilliefors (1967). Uma revisao dos pontos de signifi-
cancia foi apresentada em D’Agostino e Stephens
(1986 apud DUFOUR et al., 1998), enquanto que uma
extensdo para o caso multivariado foi considerada
por Justel, Pefia e Zamar (1994).

Teste de Cramer-von Mises?!. Esse teste é
definido por:

W =" [U,~(2i-1)/2n] +1/12n

Chen, Lockhart e Stephens (1993) desenvolveram a
teoria para que o teste de Cramer-von Mises possa
ser aplicado apds o uso da transformacao de Box-
Cox.

Teste de Anderson-Darling?. Esse teste, é
definido por:

A =-n —li[(zi —DInU, +(2n+1-2i)In(1-U,)]

i=1

Chen, Lockhart e Stephens (1993) desenvolveram a
teoria para que o teste de Anderson-Darling possa ser
aplicado ap6s o uso da transformagao de Box-Cox.

apresentados por Csorgé (1986), Henze e Wagner (1997), Rao e Ali
(1998), Bogdan (1999), Akbilgic e Howe (2011), Su e Kang (2015).

2Desenvolvido por Kolmogorov (1933 apud DUFOUR et al.,
1998) e por Smirnov (1948).

2Desenvolvido por Cramér (1928 apud SHAPIRO; WILK, 1965) e
por Von Mises (1928 apud ARNOLD; EMERSON, 2011),

2Desenvolvido por Anderson e Darling (1954).
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4.2 - Testes Baseados em Regressdo e Correlagdo

Os testes de regressdo e correlagdo baseiam-se
no fato de que a varidvel Y~N(y, 02 pode ser ex-
pressa como y = u + ox, onde X~N (0,1), conforme
Seier (2002). Esses testes usam a razdo de duas esti-
mativas obtidas de estatisticas de ordem: uma esti-
mativa ponderada de minimos quadrados, dado que
a populacao é normalmente distribuida, e a estima-
tiva ndo viesada da variancia amostral, para qual-
quer populacdo (DUFOUR et al.,, 1998). Dois desses
testes sao apresentados a seguir?.

Teste de Shapiro-Wilk?%. Esse é o mais co-
nhecido teste baseado em regressdo e correlagdo, e

definido por:
1 C ’
W=—_ a3
n —k)s? Z e
( ) i=1
com
c'v1

a = (ali ---;an) = W

onde ¢= (cy, ..., cy) € V sdo o vetor de valores espera-
dos e a matriz de covaridncias das estatisticas de
ordem da normal padrdo, respectivamente. Uma
modificacdo desse teste, para grandes amostras, é o
teste de Shapiro-Francia (SF), apresentado por Sha-
piro e Francia (1972). Uma extensdo para o caso mul-
tivariado é dada por Srivastava e Hui (1987).

Teste de D’Agostino?. Esse teste consiste
numa combinagéao linear das observag¢des ordenadas
e é definido por:

n

1
D= 2li-(u+1)/2]
n Si=1
com
n

1
$2 = EZ(ZI. s

i=1

2H4 outros testes de regressdo e correlacio como aqueles des-
critos em Filliben (1975) e em Weisberg e Bingham (1975 apud
DUFOUR et al., 1998).

2#Desenvolvido por Shapiro e Wilk (1965).
%Desenvolvido por D’ Agostino (1971).

onde Z é a média amostral.

4.3 - Testes Baseados em Momentos

Ha testes baseados na assimetria e na curtose,
0s quais consistem em comparar a assimetria e a
curtose da funcdo de distribuicdo empirica (baseada
nos dados) e aquelas da funcao de distribuigdo nor-
mal (SEIER, 2002):

onde Sk representa o terceiro momento (assimetria) e
Ku representa a curtose. Os testes podem usar um
desses momentos ou ambos conjuntamente. Um teste
usando assimetria e curtose é descrito a seguir?”.

Teste de Jarque-Bera?. Esse teste é definido
por:

B = n|:(SK)? + — (Ku)?
]—ng() ﬁu)

onde 6/n e24/n e sdo as varidncias assintéticas da
assimetria e da curtose, respectivamente (ou Ku -3,
se a curtose for definida com média 3).

4.4 - Comparacao de Testes

O poder de cada um desses testes depende da
natureza da ndo normalidade (SEIER, 2002). A falta
de solugdes exatas para as distribuigdes amostrais
levaram ao desenvolvimento de muitos estudos de

2A assimetria também pode ser representada por Vb e a cur-
tose, por b, .

ZQutros testes desse tipo sdo os descritos por Bowman e Shen-
ton (1975), Isogai (1982), Doornik e Hansen (1994), Urzta
(2007); Nakagawa, Hashiguchi e Niki (2012).

2Descrito em Jarque e Bera (1987) e em Bowman e Shenton (1975).
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comparacao de testes de normalidade quanto ao seu
poder, usando simulacdes de Monte Carlo (POITRAS,
2006).

Os testes de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-
von Mises e Anderson-Darling apresentam algumas
vantagens sobre o teste de aderéncia de qui-
quadrado tradicional, como maior poder?.

O poder desses testes também varia de acordo
com o namero de observacdes e com o formato da
distribui¢do empirica. Num estudo de simulacao, o
teste de Shapiro-Wilk mostrou-se o mais poderoso
para todos os tipos de distribuigdo e tamanhos de
amostras, enquanto que o de Kolmogorov-Smirnov
mostrou-se o menos poderoso. O teste de Anderson-
Darling foi comparavel ao de Shapiro-Wilk, seguido
do teste de Lilliefors (RAZALL; WAH, 2010). O mesmo
resultado foi obtido por Mendes e Pala (2003), ao
comparar o poder dos testes de Shapiro-Wilk, Lillie-
fors e Kolmogorov-Smirnov.

Uma desvantagem dos testes baseados em
assimetria e curtose é que qualquer distribuigao simé-
trica tem esses momentos iguais aos de uma distribui-
¢ao normal. Por esse motivo, os testes baseados em
EDF e o teste de Shapiro-Wilk tém sido os mais utili-
zados no caso univariado (MECKLIN; MUNDFROM,
2004). Poitras (2006) argumenta que o poder de testes
baseados em momentos pode ser comparado favora-
velmente, em relagdo aos testes baseados em EDF ou
em correlacdo. Além disso, argumenta que em alguns
casos, um teste direcional, baseado na assimetria ou
na curtose, pode ser preferivel a um teste abrangente,
mesmo que baseado em ambos 0s momentos (assime-
tria e curtose).

Indmeras outras comparagOes entre testes
podem ser encontradas na literatura®. A conclusdo
geral é que nenhum teste domina os demais sob
todas as condi¢des (AKBILGIC; HOWE, 2011).

2Segundo D’ Agostino e Stephens (1986, cap. 2 apud Sas, 2010).

30Como em Farrell, Salibian-Barrera e Naczk (2007), Hanusz e
Tarasiiska (2009), Adefisoye (2015).
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5 - ESTRATEGIAS PARA LIDAR COM A NAO
NORMALIDADE

Quando as observagtes afastam-se da distri-
bui¢do normal, pode-se tomar um dos caminhos
indicados a seguir.

Métodos sem suposi¢io de normalidade. A
maneira mais simples consiste em utilizar métodos
estatisticos que dispensem a suposi¢ao de uma dis-
tribuicdo de probabilidade especifica, como a nor-
mal. Embora isso seja possivel em alguns casos, na
maioria das vezes, significa abdicar de poderosas
ferramentas estatisticas.

Métodos para a distribui¢ao correta. Utilizar
métodos estatisticos adequados para distribui¢oes de
probabilidade diferentes da normal, quando esse for
0 caso, constitui maneira l6gica de tratar o problema.
Por exemplo, a estimacao de desvios absolutos mi-
nimos, associada a norma L4, é apropriada para po-
pulagdes com distribuicdo exponencial dupla, en-
quanto que a estimagdo de minimos quadrados,
associada a norma L, é apropriada para populacoes
com distribui¢do normal.

Em muitos casos existem razdes tedricas para
a escolha da forma da distribuicdo, mas, as vezes, é
necessdrio procurar o ajustamento de uma distribui-
¢do com base somente na amostra de que se dispode.
Muitas tentativas bem sucedidas tém sido feitas para
ajustar modelos matematicos a diferentes popula-
coes.

Métodos robustos. Utilizar métodos robustos,
no sentido de ndo serem sensiveis a afastamentos da
normalidade, constitui o caminho seguinte, mesmo
que ndo sejam os mais adequados para a real distri-
buicéo da variavel.

Normalidade assintética. O teorema do limite
central fornece a distribui¢do limite da média ou da
soma de varidveis aleatérias independentes identi-
camente distribuidas. A medida que aumenta o ta-
manho da amostra dessa distribuicao, ela se aproxi-
ma da normal; assim, em grande parte dos casos,
para um tamanho conveniente da amostra ja se pode
admitir que as varidveis tenham distribui¢do apro-
ximadamente normal e utilizar os métodos usuais de
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analise. A atencao deve concentrar-se, portanto, nas
variaveis cuja convergéncia nao é muito rapida.

A normalidade assintética também pode
ocorrer para outras estatisticas amostrais, como cor-
relacdes, estatisticas de ordem, estatisticas de maxi-
ma verossimilhanca, quantis, conforme Hoeffding
(1948), entre outros. Uma estimativa da precisdo da
aproximagdo normal, com o objetivo de obter limites
para amostras razodveis é apresentada por Reiss
(1974). Condigdes necessarias e suficientes para que
sequéncias de valores subamostrais de uma estatisti-
ca sejam normalmente assintéticas sdo apresentadas
por Hartigan (1975). Mesmo em algumas situagoes
complexas a normalidade assintética pode acontecer
(DurACOVA; WETS, 1987). Condicdes para estimacado
com normalidade assintética de modelos de séries
estacionarias com raiz unitdria comum foram apre-
sentadas por West (1988).

Transformacdo dos dados. Finalmente, é pos-
sivel aplicar uma transformacdo aos dados, de tal
forma que os dados transformados tenham distribui-
¢ao normal ou aproximadamente normal. Segundo
Aitchison (1982), esse tipo de questdo comegou a ser
considerada por McAlister (1879). As vezes, o tipo de
transformacdo pode ser sugerido pelo préprio pro-
blema. Por exemplo, num experimento de fixagdo de
nitrogénio em plantas, como o crescimento das plan-
tas acontece de forma aproximadamente logaritmica,
parece natural que tomando os logaritmos da quanti-
dade de nitrogénio nas plantas, as varidncias diferirdo
pouco entre tratamentos. Entretanto, nem sempre a
transformacdo l6gica é tao evidente (EISENHART; WIL-
SON, 1943). Efron (1982) discute condicoes sob as quais
existe uma simples transformagdo monétona que
torne uma varidvel aproximadamente normal, mas
alerta para o fato de que nem sempre a normalizacao
da variavel conduz a uma estabilizacdo da varidncia.
Sprot (1973) assinala que uma andlise da fun¢do de
verossimilhanca pode indicar quando a teoria da
estimacdo para grandes amostras pode ser aplicada e
quando ela é inadequada podendo levar a erros. O
autor analisa transformacdes que podem melhorar a
aproximacdo a normalidade das fun¢des de verossi-
milhanga e, também, a precisdo de niveis de signifi-

cancia e dos intervalos de confianca baseados na teo-
ria para grandes amostras. Shenton (1965) apresenta
um método para transformar distribui¢des de Pearson
de tipos L, III, V e VI em distribui¢des aproximada-
mente normais, trabalhando com regressdes. Quando
a populagao nao é normal, a probabilidade de se obter
um valor da estatistica f de Student (ou de F) maior
que um dado valor critico difere do valor tabulado
por certo fator. Bradley (1952) estuda corregdes para
tais testes, permitindo o uso das tabelas comuns. Cur-
tiss (1940) apresenta uma teoria matematica geral
para certos tipos de transformagdo em uso, como a
transformacdo pela raiz quadrada, a transformacdo
logaritmica e a transformacdo pelo inverso do seno.

Geralmente, os desvios de normalidade sdo
seguidos de heterocedasticidade. Além disso, uma
correlacdo entre a variancia e a média frequentemen-
te implica assimetria excessiva. Assim, o que se pro-
cura é uma mudanca de escala para estabilizar a
variancia, procedimento este que costuma também
diminuir a assimetria e aproximar da normal a dis-
tribuicdo da variavel. Deve-se alertar para o fato de
que nem sempre a normalizagdo da varidvel conduz
a uma estabilizagdo da varidncia (EFRON, 1982). En-
tretanto, desvios moderados da normalidade nado
costumam constituir problema muito sério (BAR-
TLETT, 1936, 1947). Num modelo de regressdo, uma
maneira de tratar a violagdo da suposicao de norma-
lidade consiste em transformar a variavel da saida, a
fim de tornar simétrica a distribuicdo dos residuos,
ndo o das varidveis dependentes (BERNIER; FENG;
ASAKAWA, 2011).

5.1 - Transformacao Poténcia

Talvez a familia mais geral de transformagdes
para normalidade seja a familia paramétrica de
transformacdo poténcia, também chamada trans-
formagdo de Box-Cox, dada por:

(y + o)
y@ = 1 parald # 0
log(y + ¢), paral=0ey > —c
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onde y representa a observagado original, y(*) repre-
senta a observagdo transformada, A e c sdo parame-
tros desconhecidos e log representa o logaritmo
natural, proposta no artigo seminal de Box e Cox
(1964)%1. Supde-se que para algum valor de)e al-
gum valor de c as observagdes transformadas sejam
independentes e normalmente distribuidas com
variancia constante c? e esperanca a0, onde a é
uma matriz conhecida de posto completo e 8 é um
vetor de parametros desconhecidos. A densidade de
probabilidade das observagoes é obtida por

[
(V2m)"on 202

xJ(A4,y)

onde o Jacobiano da transformagdo é dado por
n )]

dy.
](A,y)=l_[ g;,

i=1

Os parametros na férmula acima podem ser
estimados de duas maneiras: a) aplicando a teoria de
maxima verossimilhanca para grandes amostras; ou
b) aplicando a teoria de Bayes, na qual se admite que
as distribui¢Ges a priori dos 0 s e log( o)sejam uni-
formes sobre a regido onde a fungdo de verossimi-
lhanca esta definida, e se obtém a distribuicao a pos-
teriori de A. Um algoritmo para estimar o parametro
da transformacdo de Box-Cox foi proposto por Asar
e Dag (2014). Entretanto, como o estimador de ma-
xima verossimilhanca do pardmetro da transforma-
¢do de Box-Cox é muito sensivel a valores discrepan-
tes (ANDREWS, 1971), Yeo, Jonhson e Dene (2014)
propuseram estimar esse pardmetro mediante a
minimizacdo da distdncia quadratica ponderada
entre a funcdo caracteristica empirica dos dados
transformados e a funcdo caracteristica de uma dis-
tribuicdo normal. Por outro lado, Foudjo (2013),
trabalhando no dmbito de séries temporais, tratou de
testes robustos para normalidade (em especial, o de

31Pode-se mostrar que Em(} y? =log(y+c¢), conforme Sas
—

(2008).
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Shapiro-Wilk), visando obter um estimador robusto
para o pardmetro da transformagdo Box-Cox.

O uso da transformacdo de Box-Cox antes da
andlise ou da modelagem é especialmente recomen-
dado quando a varidvel assume somente valores
positivos (POIRIER, 1978). Draper e Cox (1969) mos-
tram que, mesmo quando ndo se consegue normali-
dade exata com a transformacdo, ela pode ser utiliza-
da, podendo se obter um estimador consistente. A
precisdo da estimativa de A depende muito do coefici-
ente de variacdo dos dados transformados. Atkinson
(1973) compara trés testes de hipéteses sobre o para-
metro da transformacao: o teste da razdo de verossi-
milhanca utilizado por Box e Cox (1964), o teste exato
proposto por Andrews (1971), para o pardmetro da
transformacdo de Box-Cox, e um teste estatistico de
uma normal assintética derivada da funcdo de veros-
similhanga. Conclui que o teste de Andrews é exato e
mais facil de calcular, mas os testes derivados da fun-
¢do de verossimilhanca sdo uniformemente mais po-
derosos. Entretanto, considerando-se que a estimativa
da média é muito afetada por valores extremos, inter-
valos para a média podem ser muito sensiveis a vari-
acdes nos valores do parametro da transformagdo de
Box-Cox, pois as caudas da distribui¢do resultante
podem diferir bastante. A incorporacdo de informa-
¢do a priori numa estimagdo bayesiana pode, eventu-
almente, diminuir essa sensibilidade da média a valo-
res de A (RUBIN, 1984).

Como a transformacdo de Box-Cox é definida
somente para variaveis positivas, isto ¢, em que y = 0,
a transformacdo foi estendida para valores negati-
vos, resultando na transformacdo de Yeo-Johnson32:

x+ 1P -1
.{(+, paral # 0,x =0
o =! log(x + 1),
1-x)**-1
2—-121
—log(1 —x),parad =2,x <0

paral=0,x =0

,paral # 2,x <0

32Proposta por Yeo e Johnson (2000 apud WEISBERG, 2001).



A Questao da Nao Normalidade: uma Rrevisio 27

Transformagdo semelhante, abrangendo valores
negativos, é apresentada em Ahmad, Naing e Hus-
sein (2007).

No caso multivariado, a transformagio de
Box-Cox pode ser escrita como:

A
Oi+6)” ;Cf) : xm' ™,
J

log(y}- + cj) X m:,

yj(,m _ paralj *0

parag =0ey, > —¢

para o j-ésimo elemento do vetor v x 1 de respostas

y'i = (Yilr
de dados multivariados discutido em Bozdogan e

, Viv). O caso de transformacao conjunta

Ramirez (1986) toma m;=1, mas em Riani (2004),
m; = ¥; é amédia geométrica da j-ésima resposta.
Em resumo, trata-se de uma transformacio
bastante estudada sob muitos aspectos (SAKIA, 1992).
Muitas transformagdes comuns, como a logaritmica
e a raiz quadrada, sdo apenas casos particulares da
transformacdo poténcia, como serd visto a seguir.

Transformacio cabica. E o caso da transfor-
magdo poténcia em que A =3:

y+c)?
y® = M

Transformagdo quadratica. E o caso da trans-
formacao poténcia em que A = 2, sendo usada para
dados assimétricos a esquerda:

2
y® = G+o
2

Transformacgio linear. E o caso da transfor-
magdo poténcia em que A =1, e tem-se apenas uma
mudanga de origem:

yP =y+c

Z

Neste caso, nenhuma transformagao é necessaria,
produzindo-se um resultado idéntico ao original.

Transformacdo raiz quadrada. E o caso da
transformacdo poténcia em que ;_1:
2

y® =2 [y ¥ ¢

A transformagdo raiz quadrada, introduzida por
Bartlett (1936), é usada para variaveis com distribui-
¢ao de Poisson e para dados de contagem de ocor-
réncias (OSBORNE, 2010).

Transformagio logaritmica. E o caso da trans-
formagdo poténcia em que A =0:

y? =log(y+c)

Quando uma varidvel é restrita a valores ndo negati-
vos, a transformacdo logaritmica também estende os
valores da varidvel para a reta real. A transformagao
logaritmica tem grande apelo e vem sendo utilizada ha
muito tempo com sucesso, sendo popular em analise
de regressdo e econometria. J4 no trabalho de Bartlett
(1947) encontram-se as transformagdes pela raiz qua-
drada, a angular e a logaritmica, que sdo as mais utili-
zadas. O autor indica a transformagdo log(1+x) NO
lugar de 1og(x), para evitar dificuldades com zeros. As
transformagdes mais comuns para dados assimétricos a
direita sdo a inversa, a logaritmica e a raiz quadrada.
Certos aspectos da transformagdo logaritmica foram
vistos também por Bartlett e Kendall (1946).

Aplicando-se logaritmos dos dois lados da
igualdade de uma razdo entre duas variaveis,
Z=x/y, obtém-se:

logZ =log X —logY

e, neste caso, as trés varidveis transformadas podem
ser normais. Ao expressar a razdo das variaveis co-
mo uma diferenca de duas varidveis, as suposi¢des
da andlise de varidncia ou da andlise de regressao,
geralmente, se tornam mais realistas (KEENE, 1995).

Apesar de seu apelo, o fato de a transforma-
¢ao logaritmica produzir intervalos de confianca
assimétricos em relagdo a média pode nao ser dese-
javel em alguns estudos. A demonstragdo é evidente,
mas seja a seguinte estimativa por intervalo para a
variavel Z tomada nos logaritmos:

logL; =logZ —t,selogL; =logZ + t,s
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Entdo,
L; = exp|logZ — t,s| = Z/explt,s]

Ly = exp|logZ + t,s| = Zexplt,s]

onde L; é o limite inferior e L, é o limite superior do
intervalo de confianca para a variavel original. O
intervalo superior resulta diferente do intervalo
inferior ao redor da estimativa:

I L [etes —1 R
LS—Z=Z(ef“5—1)¢Z<—>=Li—Z

etas

Na verdade, é maior se a distribuic¢do for assimétrica
a direita, menor se a distribuicdo for assimétrica a
esquerda, e igual se a distribuigdo for simétrica. Isso
é especialmente ruim quando se trabalha com previ-
soes, em modelos de séries temporais®. De fato, em
que pesem as vantagens no uso da transformagao de
Box-Cox, da logaritmica em especial, em problemas
de econometria (particularmente, em modelos ARI-
MA), no caso de dados econdmicos que se afastam
muito da normalidade, o uso dessa transformacao
parece nao reduzir muito o problema, ndo compen-
sando a inconveniéncia, esforco e custo extra, nem
produzindo previsdes melhores (NELSON JUNIOR;
GRANGER, 1979).

Muitas vezes, o desvio padrdo varia propor-
cionalmente com a média e, entdo, uma transforma-
¢ao nas observacdes pode ser suficiente para tornar
constante a variancia. Acontece que uma correlagdo
entre o desvio padrao e a média é geralmente acom-
panhada de um grande desvio de normalidade, o que
indica que a forma das observacdes é inadequada. E
frequente, além disso, que a transformacao que torna
a variancia constante também torne a distribuicao das
observagdes mais préxima da normal (DAVIES, 1960).
Na verdade, “a transformacdo logaritmica é explici-
tamente recomendada quando o desvio padrdo é

B0 efeito da transformacdo sobre o intervalo de confianca é
ainda pior no caso da transformagdo raiz quadrada e da trans-
formagdo reciproca (BLAND; ALTMAN, 1996).
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proporcional ao valor da média” (KEENE, 1995).

As transformagdes logaritmicas (ou transfor-
magcdes log) constituem toda uma classe de trans-
formagdes, ndo apenas uma transformagao (OSBOR-
NE, 2010). Varidveis log-normais (i.e., que se tornam
normais apods a transformagdo logaritmica) ocorrem
em muitos campos, parecendo ser mais comuns
quando os resultados sdo influenciados por muitos
fatores independentes, como em ciéncias bioldgicas e
também em ciéncias sociais. Deve-se notar, ainda,
que diferentes bases do logaritmo podem produzir
diferentes resultados de transformacao, embora seja
usual usar o logaritmo natural, com base e (OSBOR-
NE, 2010).

Transformacdo raiz quadrada inversa. E o
caso da transformacéo poténcia em que ;- _!:
2

-2

Jy+ec

y® =

Transformagdo inversa (ou hiperbélica de
primeira ordem, ou reciproca). E o caso da trans-
formag&o poténcia em que A =-1

1
y+c

y(l) = —

E usada para razoes e para dados fortemente assimé-
tricos a direita. Essa transformacdo faz numeros
pequenos se tornarem grandes, e vice versa, inver-
tendo sua ordem (OSBORNE, 2010).

Transformac¢do quadratica inversa (ou hi-
perbélica de segunda ordem). E o caso da transfor-
macao poténcia em que A = -2:

-2

W= —°
Y (y +c)?

Transformagdo cabica inversa. E o caso da
transformagcdo poténcia em que A =-3:

-3

A ==
RN P
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5.2 - Transformacdes Angulares

Algumas transformagées envolvem a funcdo
seno ou o respectivo dngulo ou outras fungoes.

Transformagao inverso do seno. E dada por:

a a
Y@ = vn sen™! }y+“/n, para—;SySl—;

0, caso contrario

onde o é uma constante arbitraria. A transformacio
inverso do seno é usada para varidveis com distribui-
¢do binomial. Sua teoria pode ser vista em Beall
(1942)34. Entretanto, seu uso vem diminuindo e seus
méritos questionados, sendo substituida com algumas
vantagens pela andlise de regressao logistica sobre os
dados originais (OSBORNE, 2010; WILSON et al., 2010).

Transformagio angular (ou arco seno). E
dada por:

¥y =arcsen Jy

E usada para proporgdes (ou, equivalentemente,
percentagens), que sao transformadas num angulo.
Foi usada por Fischer (1922), no contexto de Genéti-
ca e por Zubin (1935).

Transformacgio seno hiperbélico inverso. E
dada por:

y® = senh~1(y) = arcsenh(y) =
= %log(/ly +/2%2y% + 1), parai >0
Essa transformacao foi proposta por Johnson (1949,
apud BURBIDGE; MAGEE; ROBB, 1988), enquanto uma
generaliza¢do dessa transformacao foi proposta por
Burbidge, Magee e Robb (1988).

Transformacdo tangente hiperbélica inversa.
E dada por:

#¥Também em Tippett (1934 apud BEALL, 1942).

1 1+
y® = tanh~1(y) = arctanh(y) = Elog <ﬁ>

Essa transformacao foi usada por Taylor (1984).

5.3 - Outras Transformacdes

Transformagio exponencial. E dada por:
y(l) =¢’

E usada para dados assimétricos a esquerda.

5.4 - Efeitos da Transformacgio

Depois de usar uma transformagdo sobre os
dados para garantir normalidade, aplicam-se os
procedimentos de andlise estatistica sobre os dados
transformados. Todavia, em alguns casos é preciso
fazer a transformacdo inversa para fornecer resulta-
dos sobre a variavel original, por exemplo, interva-
los de confian¢a. Entdo, alguns problemas podem
aparecer. Por exemplo, ao se ajustar um modelo li-
near a uma variavel de resposta transformada, as
predicdes obtidas devem passar pela transformacao
inversa para serem expressas nas unidades originais
de observagdo. Ocorre, segundo Perry e Walker
(2015) que essas predi¢bes da variavel de resposta
original contém um viés, teoricamente® originado
do fato de que E(Y¥) ¢é uma fungdo ndo linear de pe
G2

6 - CONSIDERACOES FINAIS

A distribui¢do normal e a estimacdo por mi-
nimos quadrados vém sendo utilizados desde o
inicio do século XIX, mas tornou-se quase onipresen-
te em muitos procedimentos estatisticos desenvolvi-
dos ao longo do século XX na forma de um dos pres-

%Ver Land (1974 apud PERRY; WALKER, 2015).
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supostos basicos. Contudo, na pratica encontraram-
se muitas situacdes em que a ndo normalidade é a
regra. Para detectar tais casos desenvolveram-se de-
zenas de testes para teste de normalidade das obser-
vagOes. Para resolver o problema ha diversos cami-
nhos, mas o mais frequentemente usado é o da
transformacdo dos dados, a fim de aproximar sua
distribuicio amostral da distribuicio normal. A
transformagdo mais geral e uma das mais usadas é a
transformacdo poténcia proposta por Box-Cox. Es-
tudos e simulagdes tém mostrado que o pesquisador
deve analisar cada problema e os respectivos dados
antes de decidir como enfrentar o problema, bem
como qual teste utilizar e qual transformacdo ou
enfoque considerar para minimizar os efeitos da ndo
normalidade.
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