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RESUMO

Esse trabalho analisa os aspectos relacionados a especificagdo, estimagao e inferéncia de modelos econométricos em que a
varidvel dependente € dicétoma. Serd mostrado que o modelo linear de probabilidade pode ser estimado usando-se o método dos minimos
quadrados, mas essa técnica de estimagdo apresenta dois problemas: uma varidncia do erro heteroscedéstica e a possibilidade de
estimativas de probabilidades fora do intervalo entre 0 e 1. Os modelos logito e probito serdo considerados como alternativas vidveis para
estimacdo de modelos de resposta bindrias. Quando dados ndo agrupados sdo usados, os modelos logito e probito sdo nao lineares nos
parametros e exigem um processo iterativo de estimacéo. O método da maxima verossimilhanca é o mais comum na estimac@o desse tipo
de modelo.
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BINARY RESPONSE MODELS: SPECIFICATION, ESTIMATE AND INFERENCE

SUMMARY

This paper analyzes aspects of specification, estimation and inference of econometric models with dichotomous dependent
variable. It will be showed that the linear probability model can be estimated by using the least squares method, but this technique brings
up two main shortcomings: an heteroscedastic error variance and the possibility of estimates of probabilities out of the O to 1 interval.
The logit and probit models, then, will be considered as feasible alternatives of estimation for qualitative response models. When
ungrouped data are used, logit and probit models are non-linear in parameters and must be estimated by interactive process. Maximum
likelihood is a common estimation process used in such cases.
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1- INTRODUCAO '

Algumas varidveis utilizadas em pesquisas
socioecondmicas ndo sdo observadas de forma conti-
nua. Estas, geralmente, representam respostas bindrias
dos individuos. E dificil, por exemplo, observar a
propensdo de um agricultor a adotar uma inovagdo
tecnolégica. O que se observa empiricamente é a
decisdo de adotar ou ndo a nova técnica. Nesse caso,
a resposta do evento "adog¢@o de tecnologia" é bindria,
do tipo sim ou ndo. Os modelos de respostas bindrias
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sdo aqueles em que a varidvel dependente assume
valores discretos. A probabilidade de ocorréncia de
cada resposta bindria, de acordo com este modelo, é
uma fun¢@o de um conjunto de atributos dos individu-
os tais como renda, idade, sexo, estado civil, etc. Um
dos principais objetivos dos modelos de respostas
bindrias, portanto, é calcular a probabilidade de um
individuo com um determinado conjunto de atributos
tomar uma decisdo relativa a um evento dado -
(PINDYCK & RUBINFELD, 1981).

O presente trabalho objetiva discutir os
aspectos relativos a especificacdo, estimagéo e inferén-
cia de modelos econométricos em que a varidvel
dependente representa uma resposta bindria. Serdo
discutidos os modelos: linear de probabilidade, logito
e probito. O modelo linear de probabilidade serd
considerado apenas para efeito de discussdo tedrica,
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uma vez que este método pode gerar estimadores
ineficientes e estimativa de probabilidades fora do
intervalo zero e um. Os modelos logito e probito serdo
apresentados como alternativas vidveis para estimacao
de modelos de respostas bindrias. O presente trabalho
mostrard que o processo de estimacgdo utilizado em
modelos de respostas bindrias é geralmente nao linear,
e que o método de méaxima verossimilhanga pode ser
usado para obter estimadores eficientes. Serd também
discutido o caso do modelo logito com dados agrupa-
dos em que o método dos minimos quadrados € capaz
de produzir estimadores com propriedades estatisticas
desejaveis.

2 - ESPECIFICACAO DE MODELOS DE RES-
POSTAS BINARIAS

Considere inicialmente que uma resposta
bindria € funcdo de um indice latente (ndo observado)
que varia de um minimo a um méximo, passando por
um nivel limite o qual determina uma mudanca de
qualidade na resposta de um individuo. Considere
também que as variagdes no referido indice sdo uma
funcdo dos atributos do individuo. Assim, pode-se
concluir que as respostas bindrias dos individuos sdo
uma funcéo dos atributos dos mesmos.

Para ilustrar a situacdo acima, considere o
exemplo da adocdo de uma nova tecnologia por parte
de um agricultor. Seja Y; uma varidvel binaria que
representa a decisdo do i-ésimo agricultor em adotar
uma nova tecnologia. Para efeito de operacionalizacio
considere Y, igual a 1 quando o agricultor adota a
referida tecnologia e 0 o caso contrério. Seja /; um
indice latente que represente a propensdo do i-€simo
agricultor em adotar a nova tecnologia. O referido
indice varia de um minimo a um méximo, passando
por um nivel limite /* o qual determina a mudancga de
atitude do agricultor com relacdo a adogdo da nova
tecnologia. Ou seja:

1, quando I, > I(
Y >
0, quando I, # I(

Pede-se entdo escrever a resposta bindria dos individu-
os como uma fungdo da varidvel latente / da seguinte
forma:
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05 f (1, (1)

A propensdo dos agricultores em adotar uma
nova tecnologia (/;), no entanto, € uma variavel ndo
observada empiricamente. Assumindo-se que /;é uma
funcgdo linear dos k atributos dos individuos (X, X,,
...Xg), pode-se entdo escrever (1) como segue:

> F (XP @)

onde, para T observagdes (i = 1,..., T), y; € um vetor
(Tx 1) de observagdes da variavel dependente, x; € um
vetor (Kx 1) de variaveis independentes e 3 é um vetor
(Kx1) de parametros a serem estimados. O tipo de
modelo utilizado na estimagdo estatistica de (2)
depende da escolha de F. As formas funcionais mais
comuns em aplicagdes de modelos de respostas
bindrias sdo as seguintes (JUDGE et al., 1985):

Modelo de linear probabilidade:

F (X)) > XM

Modelo Probito:

F(x@) > Mxm) 5 M ’Z‘ﬂﬁ e gy
&« 7

Modelo Logito:

1
XM 5> L (x> ———

1 %e

onde M(.) representa a fungio de densidade normal
cumulativa, L(.) representa a funcgdo logistica cumula-
tiva, e representa a base do logaritmo natural e B uma
constante com valor aproximado de 3.1416.

O modelo linear de probabilidade assume
que as resposta bindria dos individuos s@o uma funcio
linear do conjunto de atributos dos mesmos. A utiliza-
¢do de métodos usuais de regressdo linear para a
estimag@o de modelos de respostas bindrias, no entan-
to, apresenta algumas dificuldades. Duas destas
dificuldades sdo: 1) a possibilidade de se obter estima-
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tivas de probabilidades fora do intervalo entre zero e
um e 2) a obtencdo de termos de erro ndo homoscedas-
tico JUDGE et al., 1985; AMEMIYA, 1981).

Para ilustrar estas dificuldades pode-se usar
o exemplo da adog¢do de uma nova tecnologia por
parte de um agricultor. Considere que a decisdo de
adotar a nova tecnologia (y;) € uma fun¢do do nimero
de anos de educacdo formal do agricultor (x;), de
forma que o modelo linear de probabilidade possa ser
escrito da seguinte forma:

E) 30 %El1 x, %e, 3)

onde 3, e I, sdo os parametros do modelo e e, o termo
de erro. Considere também, para efeito de ilustracdo,
que uma determinada amostra de agricultores foi
pesquisada e que a varidvel x; apresentou um valor
minimo (x,,,) € valor um maximo (x,,,,). A utilizacdo
de observagdes da varidvel dependente fora da amostra
considerada, tais que x;> x,,, ou x;< X,,,, pode gerar
estimativas de probabilidade maiores do que um ou
menores do que zero, o que ndo tem significado
estatistico. A outra complicacdo do modelo linear de
probabilidade é que o termo de erro ndo pode ser
considerado homosceddstico. Considerando-se a
equacdo (3) acima como representando um modelo de
escolha bindria, y; assume valores 0 e 1 com probabili-
dades de (I - P, e P, respectivamente. Assim, e;
assume valores (I - 3, - Jx) e (- 3, - Ix) com
probabilidade (/ - P) e P,, respectivamente. A varian-
cia do erro pode ser dada por:

Var [e,] > E (¢}) > (1 &3, &3, x,)* P,
% (&3, &3, x,)* 1 &P,)

onde Var representa a variancia e E a esperanca. Pode-
se entdo mostrar, de acordo com PINDYCK & RU-
BINFELD (1981), que:

Var [e;]1 > P, (1 &P,)

Ou seja, quando P, estiver préximo a zero ou um a
variancia do erro serd minima, e quando P, estiver
préximo a 0.5 a varidncia do erro serd maxima. A
varidncia do erro, portanto, depende de P, o que
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significa que o erro aleatério é heteroscedastico. De
acordo com GREENE (1993), o problema da heteros-
cedasticidade no modelo linear de probabilidade é
menor e pode ser contornado aplicando-se o método
dos Minimos Quadrados Generalizados Factiveis
(Feasible Generalized Least Squares). O grande
problema € que ndo se pode garantir previsdes de
probabilidades restritas ao intervalo de zero a um. A
figura 1 é uma representacdo grafica de um modelo
linear de probabilidade. De acordo com o referido
exemplo, para valores de x que tornem o indice latente
I menor que -3 ou maior do que 3, o modelo linear de
probabilidade produzird estimativas de P, fora do
intervalo entre O e 1.

Sendo o maior problema do modelo linear a
possibilidade de estimativas de probabilidade fora do
intervalo entre O e 1, é natural que se procure modelos
que produzam estimativas de probabilidade dentro
desse intervalo. A solugdo 6bvia € transformar o
modelo original de forma que as estimativas de proba-
bilidade estejam restritas ao intervalo entre O e 1 para
qualquer x;. Essa transformacdo deve ser tal que um
aumento (diminuicdo) na probabilidade de um deter-
minado evento bindrio ocorrer deve estar associado a
um aumento (diminui¢do) nos valores das variaveis
explicativas. Ou seja, deve-se assumir uma transforma-
¢do monotdnica (PINDYCK & RUBINFELD, 1981).
Os modelos probito e logito permitem essa transforma-
¢do.

O modelo probito € baseado na funcgédo de
distribuicdo normal cumulativa, a qual possibilita uma
transformacdo no modelo garantindo que, para
qualquer x, as estimativas de probabilidade estejam no
intervalo entre zero e um. Assim, a probabilidade do
evento qualitativo ocorrer tende a 0 quando /; decresce
para - 4, e tende a 1 quando I, cresce para + 4. O
modelo logito é baseado na fungédo de probabilidade
logistica cumulativa, a qual garante que as estimativas
de probabilidade cairdo dentro do intervalo entre zero
e um. Da mesma forma que o probito, a probabilidade
de um evento qualitativo ocorrer no modelo logito
tende a zero quando I, decresce para - 4, e tende a um
quando I, cresce para + 4. A figura 2 é uma repre-
sentacdo grafica das funcdes de probabilidade normal
cumulativa e logistica cumulativa, mostrando que, para
ambas as distribui¢des, a inclinagdo da curva é maior
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FIGURA 1 - Representacdo Grafica das Fung¢ées de Probabilidade Linear.

normal cumulativa (probito)

———————————— logistica cumulativa (logito)

i

FIGURA 2 - Representacao Grafica das Fungdes de Probabilidade Normal Cumulativa e Logistica Cumulativa.
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quando P; estd proximo a 0.5, e € menor para valores
de P, préoximos a 0 ou 1. Em termos de modelo de
regressdo isso significa que mudancgas na varidvel
dependente préximas ao ponto médio da distribui¢do
terdo um impacto maior em P; do que as mudancas
préximas aos extremos da distribuicdo (PINDYCK &
RUBINFELD, 1981).

3 - ESTIMACAO DE MODELOS DE RESPOS-
TAS
BINARIAS

O método de estimagao utilizado em mode-
los de respostas bindrias depende de os dados coleta-
dos na amostra estarem ou ndo agrupados. No caso de
dados agrupados o método dos minimos quadrados
pode ser utilizado. Para ilustrar o referido caso consi-
dere o exemplo anterior da ado¢do de uma nova
tecnologia por parte de um agricultor. Suponha, por
exemplo, que a amostra pesquisada € constituida de T
grupos, e que em cada grupo existem » individuos,
dentre os quais r adotaram a nova tecnologia. Uma
estimativa de probabilidade de ado¢@o da nova tecno-
logia para cada grupo sera:

P>

S|

2

O modelo logito com dados agrupados, portanto, pode
ser especificado da seguinte forma:

P. r./n,
log —— > log——— >
1&P, 1&r,/n; 4)
log > >3, %3, X %,
n&r,

A equacdo (4) € linear em parimetros e pode ser
estimada pelo método dos minimos quadrados. Os
parametros estimados sdo consistentes (PINDYCK &
RUBINFELD, 1981).

No caso da utilizacio de observagdes
individuais, o método mais comum de estimagdo dos
modelos probito e logito € o de méxima verossimilhan-
ca. O método da maxima verossimilhanca objetiva
estimar parimetros que maximizem a probabilidade de
uma determinada amostra pertencer a uma populacio
dada. Considerando-se (y;, y, ... y,), as observacdes de
uma amostra aleatéria normalmente distribuida, e
[p(y:), p(y,), ..., p(n)] as respectivas probabilidades

Agricultura em Sdo Paulo, SP, 43(2):19-25, 1996.

associadas a distribuicdo normal, a funcdo de maxima
verossimilhanga (L) é dada por:

L>P(y).P(yy)) Py,

Os estimadores de médxima verossimilhanga de um
modelo linear do tipo  ¥;? xM% . podem ser obtidos
da expressdo:

Kn
L >

exp

1
&— (y.&xpI)?
qi(yl X, )l

51 /2B 2

pela derivada parcial de L com relagdo ao respectivo
parametro.

Para ilustrar este método considere o exem-
plo da adocdo de uma nova tecnologia por agriculto-
res. Seja P; a probabilidade de um determinado agri-
cultor adotar uma nova tecnologia, e Y, a varidvel
observada que assume valores 1 quando o agricultor
adotar a referida tecnologia, e 0 caso contrario. O
objetivo do processo de estimacao € encontrar parame-
tros que maximizem a probabilidade de o padrdo de
escolha da amostra ter ocorrido na populagdo. Assim,
assumindo que Y; é obtido de uma distribui¢do binomi-
al, a funcdo de verossimilhanca (L) pode ser escrita da
seguinte forma:

L> P (y).P(y,) )P, >
K‘tl KT (5)
P, (1&P,)
i1 i3>t %1

onde ¢, € o nimero de vezes em que o agricultor adota
a referida tecnologia. Considerando F(x*J) a forma
funcional do modelo de resposta bindria, pode-se
escrever a funcdo de verossimilhanga da seguinte
forma (GREENE, 1993):
K v, 1&y,
L> [F ()] [1 &F (x)] (©6)

i>1

Tirando-se o logaritmo natural de (6) tem-se a fungéo
de log-verossimilhanca:

InL > P>’

i @)
[y, nF (xl.lﬂ) % (1 &y,) In (1 &F (xl.lﬂ))]

A obtencido de estimadores para o vetor de parametros
3 ¢ feita diferenciando-se P com relacio a cada ele-
mento de 7 e igualando-se a zero. O processo de esti-
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macdo € ndo linear e requer uma solucao iterativa. Os
parametros obtidos na convergéncia final do processo
iterativo t€ém matriz de covariancia assintética dada
pelo inverso da matriz de informacdo®. Essas estimati-
vas de varidncia e covariancia permitem a realizacdo
de teste de hipétese dos parametros e uma anélise da
dimensao do termo de erro (MADDALA, 1983).

A estimagdo de equagdes do tipo (7) torna-
se simples com a utilizagdo de programas de computa-
dor que trazem algoritmos especificos para a estima-
¢do de modelos como logito e probito. Um exemplo
desses pacotes estatisticos sdo os programas LINDEP,
SAS e SHAZAM.

4 - INFERENCIA COM MODELOS DE RES-
POSTAS BINARIAS

No modelo linear de probabilidade, os
coeficientes das varidveis explicativas t€m o mesmo
significado que no método dos minimos quadrados.
Ou seja, o coeficiente de uma varidvel explicativa
mede uma mudanca na varidvel explicada como
resultado de uma variagdo unitaria na referida variavel
explicativa ceteris paribus. Nos modelos probito e
logito os coeficientes estimados medem o impacto de
cada varidvel explicativa no indice latente, e ndo na
varidvel explicada (WHITE, 1993). O impacto da
varidvel explicativa na variavel explicada nos modelos
logito e probito, o qual € denominado efeito marginal,
representa a inclinagdo das curvas logistica cuamulativa
e normal cumulativa, respectivamente, para cada
observacao.

Sejam x; o k-ésimo elemento do vetor de
variaveis explicativas x; e 7, 0 k-ésimo elemento de 3,
o efeito marginal para uma determinada variavel x; é
calculado como a derivada parcial da funcdo de
resposta bindria com relagdo a x;, como € mostrado
abaixo (AMEMIYA, 1981).

Modelo linear de probabilidade:

*A matriz de informacio [ 1(3) ] é dada pelo valor negativo da

esperanca das derivadas segundas da fung¢do de mdxima
verossimilhanca com relac@o aos pardmetros a serem estimados,
da seguinte forma:

13> &M
MM
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xpF > 3,
ik

Modelo Probito:

M(XipEI) 3 M(XipEI) =:

Xik
Modelo Logito:

M X[pH .
L — =

X (1 %e ™y

O efeito marginal para o modelo linear de probabilida-
de é o préprio coeficiente J, como no caso dos mini-
mos quadrados. No caso dos modelos probito e logito,
o efeito marginal nio é dado diretamente por J,, mas
pelas derivadas parciais mostradas acima. O efeito
marginal para uma determinada varidvel representa
uma mudanga na probabilidade de um dado evento
ocorrer quando o valor da referida variavel experimen-
ta uma mudancga unitdria.

Para ilustrar o significado do efeito marginal
pode-se usar o exemplo da adogdo de tecnologia por
um agricultor. Considere o modelo apresentado na
equacdo (3), onde a ado¢@o de uma nova tecnologia
por um agricultor é representada por uma varidvel
bindria (1 = adog¢do e 0 = caso contrdrio), que ¢
explicada pelo nivel de educagdo, representado pelos
anos de escolaridade do agricultor. O efeito marginal,
nesse caso, representa o impacto de cada ano de
escolaridade do agricultor na probabilidade da ocor-
réncia de adocdo da nova tecnologia. Esse resultado,
portanto, pode ser usado para a previsao da probabili-
dade de um determinado evento ocorrer dado um
conjunto de atributos do individuo.

Outro resultado que pode ser usado para
efeito de inferéncia € a elasticidade da probabilidade
de um determinado evento ocorrer com relacdo a um
determinado atributo do individuo. Enquanto o efeito
marginal representa o impacto na probabilidade da
resposta bindria decorrente de uma mudanca unitaria
em x, a elasticidade representa uma mudanca percen-
tual na probabilidade da resposta bindria como resulta-
do de uma variacdo de 1% em x;. A elasticidade,
portanto, permite comparar o efeito relativo de cada
varidvel explicativa na probabilidade de ocorréncia do
evento bindrio. A elasticidade da probabilidade, assim
como o efeito marginal, varia ao longo das curvas
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normal cumulativa e logistica cumulativa assumindo
um valor para cada x;. Pode-se, no entanto, calcular a
elasticidade para um valor médio de x;. A elasticidade
da probabilidade P, com relagdo a x; € calculada no
ponto como segue:

Xik

CF(xpI)

E ,
|
ik Mxik

onde, para o valor médio de x;

E [ M)iJ ik
3 )
‘ Mz, F ()_(l.pf')

onde F(xN) corresponde a forma funcional a ser
considerada.

5 - CONSIDERA COES FINAIS

O propésito do presente trabalho foi discutir
alguns aspectos relacionados a especificacdo, estima-
cdo e inferéncia de modelos econométricos em que a
varidvel dependente representa uma resposta bindria.
Considerou-se apenas o caso em que a resposta &
bindria, ou seja, em que o individuo estd diante de uma
situacdo com apenas duas opg¢des de escolha.
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Existem situacdes, no entanto, em que a resposta
qualitativa € multinomial. Ou seja, o individuo deve
escolher entre multiplas opc¢des. Seria o caso, por
exemplo, de um agricultor que teria de optar por
uma entre varias inovacdes tecnoldgicas. Nessa
situacdo deve-se utilizar modelos de respostas qualita-
tivas modificados tais como logito multinomial ou
probito multinomial. Uma discussd@o aprofundada
sobre esse tipo de modelo pode ser encontrada em
MADDALA (1983), GREENE (1993) e AMEMIYA
(1981).
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