CAPITULO 4

CONSTRUGAO DE MODEL.OS

A construgao do modelo pela tecnica de Box-Jenkins € feita
de forma 'iterativa, em trés fases distintas: a identificacgao do modelq,
a estimagao dos parametros e a verificagao do modelo estimado. A cons
trugao iterativa do modelo e seu uso para fazer previsoes & o assunto

deste capitulo.

4.1 — IDENTIFICACAO DO MODELO

0 estagio de identificagao do modelo consiste em se obter
alguma informagao a respeito dos possiveis valores de p, d e q do mode
lo ARIMA, aleém de estimativas grosseiras dos parametros a serem usadas'
como ponto de partida no estagio de estimagao. A identificagac ~ ba

seia-se no comportamento das fungoes de autocorrelagao e de autocorre
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lagao parcial. Também podem ser uUteis o exame do grafico da serie, a

construgao de um histograma dos valores e um teste de normalidade.

4.1.1 — ldentificagdo do Grau de Diferenciagdo

Pode-se mostrar (5) que, quando uma das raizes da equagao
caracteristica ¢(B) = 0 estd proxima da unidade, a fungao de autocorre
lagao nao cai rapidamente para zero, mas, devagar e de forma aproxima
damente linear. Entdo, o fato de a fungao de autocorrelagao nao cair
rapidamente para zero & um indicador de que existe alguma raiz proxima
ao circulo unitario, o que pode tormar o modelo nao—estacionario. Se
isto acontecer, tomam-se tantas diferengas quantas necessarias até se
obter estacionaridade, identificando, assim, o valor d. Na pratica,pa
ra modelos nao-sazonais & suficiente examinar as vinte primeiras auto
correlagoes e, normalmente, d & igual -2 0, 1 ou 2. Convem lembrar, en
tretanto, que este processo nao conduz a estacionaridade se a serie

contem componentes sazonais (Ver capitulo 5).

4.1.2 — Identificagdo dep e q

Uma vez identificado o valor d, diferenciando-se o .modelo d
vezes obtém—se um modelo ARMA (p, q). Os valores p e q sao identifica
dos examinando-se a fungao de autocorrelagao R fungao de autocor

relagao parcial ¢, (quadro 4.1):

a) se P decai para zero numa mistura de exponenciais amor

tecidas efou sendides amortecidas e se ¢kk sofre um corte depois do
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QUADRO 4.1 - Resumo das Propriedades dos Processos Auto-regressivos,de

Medias Moveis e Mistos

AR(p)

MA(q)

ARMA (p, q)

Modelo

$(B) Et = a,

z, = 6(B) a,

$(B) ;t = 0(B) a,

Condigao de
estacionarida-
de

Raizes de ¢(B)=0

caem fora do cir

-culo unitario

Sempre

estacionario

Raizes de ¢(B) =0
caem fora do cir-

culo unitario

Condigao de
- invertibilida-
de

Sempre

invertivel

Raizesde 8(B) =0

caem fora do cir

“culo unitario

Raizes de 9(B) =0
caem fora do ecir-

culo unitario

Fungao de

autocorrelacgao

Infinita
{exponenciais

e/ou senoides

Finita

(corte apos o

lag q)

Infinita
(exponenciais
e/ou senoides

amortecidas apos

amortecidas)
o lag q - p)

E Infinita (domina-
Fungao de Finita | Infinita (domina da por exponen~
auto?or;elagio (corte apésro da por exponen-— ciais amortecidas
parcial lag p) ciais amorteci- e/ou sengides a-

das e/ou senoi-

des)

pos o lag p - q)

Adaptado de BOX & JENKINS (5), p.79.
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lag p, tem—se um modelo AR(p);

b) se, ao contrario, sofre um corte apdos o lag q e ¢kk

P
k
decai exponencialmente e/ou senoidalmente, tem-se um processo MA{q); e

c) se ambos, P © ¢kk’ decaem exponencialmente e/ou  senoi
dalmente tem-se um modelo misto. Neste caso, Py e uma mistura de expo
nenciais amortecidas e/ou sendides amortecidas apos o lag q - p e ¢kk

e dominada por uma mistura de exponenciais amortecidas e/ou sendides a

pos o lag p ~ q.

Na pratica, constroem-se os grEficos de T € de Qkk com 08
respectivos intervalos de confianca construidos com os desvios padroes

das estimativas.

Exemplo 4.1 - Sejam os dados da serie simulada A (quadro 2.1), As
estimativas das autocorrelagoes (quadro 4.2 e figura 4.1), para a se
rie original, decaem exponencialmente, enquanto as estimativas das au
tocorrelagoes parciais sofrem um corte apos o primeiro lag, indicando
um processo AR(1). A estimativa do desvio padrao das autocorrelagoes

parciais e dada por

8 B = 4= =—— =0,14,
. ¥n V50
com & qual constroi-se o intervalo de confianga de dois desvios pa

droes que consta da figura 4.1, 7

Os valores de qui-quadradc que constam do quadro 4.2 servem
para testar se a serie (original ou diferenciada) & ruido branco. Co
mo o valor critico de qui-quadrado, com 10 graus de liberdade e nivel
de significancia 5%, & igual a 18,307, rejeita-se a hipotese de que a
série original e ruido branco.

Entretanto, os dados podem sugerir, tambem, outro modelo.
Como as autocorrelagoes caem muito lentamente e a primeéira diferenga
da série e ruido branco (qui-quadrado nao-significativo), pode-se pen
sar, tambem, num modelo ARIMA (0, 1, 0). Isso acontece porque 08 da

dos foram gerados com o parametro = 0,8, que esta muito. proximo do
g 1 P
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QUADRO 4.2 - Estimativas das Autocorrelacoes, dos Respectivos Desvios

Padroes e das Autocorrelagoes Parciais, Série Simulada A

Serie original - 12 diferenga 22 diferenca
kag (2) (@) (v2)
(k) ~ —

re sl by T s by T s(r)

L]

1 0,85% 0,14 0,85%+ =0,09 0,14 -0,09 -0,58% 0,14 -0,58%
2 0,72# 0,22 0,00 0,10 0,14 0,09 0,18 0,19 -0,23
3 0,57% 0,26 -0,14 -0,13 0,15 -0,12 -0,15 0,19 -0,25
4 0,45 0,29 -0,01 0,00 0,15 -0,03 0,13 0,19 -0,10

5 0,33 0,30 -0,06 -0,18 0,15 -0,16 -0,19 0,19 -0,27

6 0,26 0,31 0,10 0,07 0,15 0,04 0,18 0,20 -0,13

7 0,19. 0,31 -0,08 . ~0,07 0,15 -0,04 -0,20 0,20 -0,29

8 0,14 0,32 6,01 0;21 0,15 0,17 0,33 0,21 0,09

) 9 0,04 0,32 -0,20 -0,23 0,16 =-0,22 -0,33 0,22 -0,13

: 10 0,01 0,32 0,14 0,06 0,17 -0,02 0,20 0,23 -0,13
x2 100, 15%* 8,690 37,100%%

(*¥) Valores que caem fora do intervalo de dois desvios padroes.

(**%) Significativo ao nivel de 5%, com 10 graus de liberdade.
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c¢) Segunda diferenca

FIGURA 4.1 — Estimativas das AutocorrelagSas ¢ das Autocorrelagdes Parciais, Série Simulada A,

[
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limite de nao-estacionaridade. =

Exemplo 4.2 - Sejam os dados da serie simulada B (quadro 2.2). As
estimativas das autocorrelagoes sofrem um corte apos o primeiro lag
(quadro 4.3 e figura 4.2), enquanto as estimativas das éutocorrelagses
parciais decaem dominadas por exponenciais amortecidas e sendides. o
intervalo de confianga de dois desvios padroes para @kk (figura 4.2)

foi construldo a partir da estimativa do desvio padrao -

R S 1 o
8 (8, = = x 0,14,

v 50

O teste de qui-quadrado significativo indica que a seérie o

riginal nao & ruido branco.

Conclui-se que o modelo deve ser MA(1). n

Exemplo 4.3 -~ Sejam os dados da série simulada C (quadro 2.3). Para
a série original, tanto.as estimativas das autocorrelagﬁo como as das
autocorrelagoes parciais (quadro 4.4 e figura 4,3) decrescem rapidamen
te, sugerindo p = q com valores baixos, provavelmente ARMA (1,1).

0 teste de qui-quadrado significativo indica que a série o

riginal nao & ruido branco. a

Exemplo 44 - Sejam os dados da série simulada D (quadro 3.1). As
autocorrelagoes (quadro 4.5 e figura 4.4) nac decaem rapidamente na se
rie original, o que acontece na pr{meira diferencga, sugerindo d = 1. A
primeira diferenga reduz-se ao caso do exemplo 4.3, identificando-se R

entac, o modelo ARIMA (1,1,1). .
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QUADRO 4.3 - Estimativas das Autocorrelagoes, dos Réspectivos Desvios

Padroes e das Autocorrelagoes Parciais, Série Simulada B

Lag
(k)

' Serie original 12 giferenga 22 diferenga
: 2
(2) vy )
T i T T s(n) g

10

~0,42% 0,14 -0,42% -0,58*% 0,14 -0,58% =0,66% 6,14 -0,66%
-0,20 0,16 -0,47% ~0,06 0,18 -0,58* 0,08 0,20 -0,64*
0,18 0,17 0,22 0,21 . 0,18 -0,42% 0,15 0,20 =-0,57%
-0,02 0,17 -0,16  ~0,01 0,19 -0,19  -0,01 o.zo.-o,as*
-0,17 0,17 -0,31% -0,17 0,19 -0,28  -0,I5 0,20 -0,25
0,16 0,18 -0,18 0,15 '0,19 -0,30% | 0,09 0,20 -0,39%
0,09 0,18 0,01 0,12 0,19 0,05 0,14 0,20 -0,02°
-0,29 0,18 -0,26  -0,31. 0,20 -0,11  -0,32 0,21 -0,05
0,18 0,19 -0,14 0,24 0,21 0,01 0,29 0,22 0,19

-0,01 0,19 -0,27 -0,11 0,21 -0,26 -0,20 0,22 -0,14

21,697%* 29,538%%  35,5874%

(*) Valores que caem fora do intervalo de dois desvios padroes.

(**) Significative ao nivel de 5%, com 10 graus de liberdade.
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a) Sérle original .

b} Primeira diferenga

¢ Segunda difarence

Ykk

Pk

L

FIGURA 4.2 — Estimatives das AutocorrelagBas o das Autocorrefag8es Parciais,

8érie Simulade B,
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QUADRO 4.4 - Estimativas das AﬁtocorrelagSes, dos Respectivos Desvios

Padroes e das Autocorrelagoes Parciais, Serie Simulada C

Serie original

12 diferenga

22 diferenga

Lag () (v,) v
(k) -~ - "
T T, s{r) by T s(n) by
1 0,60% 0,14 0,60% -0,41% 0,14 -0,41% -0,66% 0,14 -0,66%
2 0,52 0,19 0,25 0,08 0,16 -0,11 6;19 0,20 —6,43*
3 0,39 0,21 0,01 -0,01 0,17 -0,02 -0,01 0,20 -0,25
4 0,26 0,23 -0,08 -0,05 0,17 -0,07 d,oo 0,20 -0,12
5 0,18 0,23 -0,06 -0,05 0,17 -0,13  ~0,05 0,20 -0,14
& 0,13 0,24 0,03 0,02 0,17 -0,07 0,05 0,20 -0,13
7 0,08 0,24 -0,02 -0,04 0,17 -0,07 0,02 0,20 -0,01
8 0,04 0,24 -0,02 -0,17 0,17 0,27  =0,20 'd,zo -0,36%
9 0,15 0,24 0,21 0,33 0,17 6.16 0,34 0,21 -0,06
10 0,00 0,24 -0,21 f0,19 0,18 -0,00  -0,29 0,22 -0,08
x? 47,007 %% 17,206. 34,189%%

(*) Valores que caem fora do intervalo de dois desvios padroes.

(*%) Significativo ao nivel de 5%, com 10 graus de liberdade.
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L ¢kk

’l,[||,L,' | l --------- ------ J

o k 0 L ' k
]
a} Série original
Tk ki
i ' |
0 p——t ™ T & a T I L I. k
b} Primeira diferenca
"k xk

<} Segunda diferenca

FIGURA 4.2 — Estimativas das Autocorraelagdes e das Autocorrelagdes Parciais,
Série Simulada C.
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QUADRO 4.5 - Estimativas das Autocorrelagoes, dos Respectivos Desvios

Padroes e das Autocorrelagoes Parciais, Série Simulada D

Serie original 12 diferenga 2% diferenga
Lag (2) @,) )
(k) - = - -
r, s(r) ¢, r,  s(r) r, s8(r) @kk
1 0,95% 0,14 0,95 0,60% 0,14 0,60% -0,40% 0,14 —0,40%
2 0,89% 0,24 -0,07 0,53% 0,19 0,26 0,07 0,17 -0,11
3 0,82% 0,30 -0,08 0,35 0,22 0,00 -0,01 0,17 -0,02
4 0,75% 0,34 -0,06 0,26 0,23 -0,09  ~0,05 0,17 0,07
5 0,68 0,37 -0,05 0,17 0,24 -0,03 -0,06 0,17 -0,13
6 0,61 0,39 -0,05 0,13 0,24 0,04 0,02 0,17 -0,07
7 0,55 0,41 0,00 0,07 0,24 -0,02 -0,03 0,17 -0,07
8 0,48 0,43 -0,02 0,04 0,24 -0,01  -0,17 0,17 -0,27
9 0,42 0,44 -0,02 0,15 0,24 0,22 0,33 0,17 0,17
10 0,36 0,45 -0,08 - 0,00 0,24 -0,22 -0,19 0,18 -0,01
x2 230,38%% 45,597%% 16,535

(*) Valores que caem fora do intervalo de dois padroes.

(**) significativo ao nivel de 57, com 10 graus de liberdade.
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a} Série original
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b) Primeira diferenca
"«
| |
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c] Segunda diferenca

©

kk
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_____________________ k
¢kk
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I

FIGURA 4.4 — Estimativas das AutocorrelagSes e das Autocorrelagdes Parciais,

Série Simuiada D. ¢
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4,1.3 — Estimacgdo Inicial dos Parimetros

E interessante fazer neste estagio uma estimagao inicial dos
parametros, ainda que grosseira, para servir de base a estimagao pro
priamente dita.

Para um processo auto-regressivo obtém~se estimativas  ini
ciais dos parametros a partir das equacgoes de Yule-Walker em (3.2.17),
substituindo-se as autocorrelagoes pelas respectivas estimativas. Es
tas estimativas sao boas e aproximam-se das obtidas com estimadores de
maxima verossimilhanga.

Para um processo de medias moveis obtem—se estimativas ini
ciais dos parﬁmetrés a partir das equagoes em (3.2.25), substituindo-
se as autocorrelagoes pelas respectivas estimativas. Ao contrario do

caso anterior, estas estimativas assim obtidas nao sao eficientes.

Exemple 4.5 - Seja o modelo AR(1l) identificado no exemplo 4.1 para a
série simulada A. A estimativa inicial do par@metro auto-regressivo &
dada por
= = . |
@l r, 0,85. ‘
Exemplo 46 ~— Seja o modelo MA(l) identificado no exemplo 4.2 para a

serie simulada B. A estimativa inicial do parametro de médias mdveis

e dada por
_ 5

r = ?

1 52
1+ 1

" de onde

8, = - 1 1 -1 .

2r, (2r))?
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Logo, 61 =-1,84 e él = -0,54 sao solugoes, mas, somente a segunda sa

tisfaz a condigao de invertibilidade dada no exemplo 3.5: Iell <1l. =

Para processos de ordem mais alta pode se tornar trabalhoso
resolver os sistemas de equagoes afim de obter estimativas iniciaisdos
parametros. Em BOX & JENKINS (5) encontram-se tabelas e graficos que

permitem obte~las mais facilmente.

4.1.4 — Unicidade do Modelo

Um modelo ARMA tem uma uUnica matriz de covariancia, mas, a
reciproca nao e verdadeira. Seja um processo ARMA (p, q), cujas equa
goes caracteristicas tem raizes Gi’ i=1,2, ..., pe Hj, i=1, 2,

., q dentro do circulo unitario:

¢(B) z, = 6(B) a,

ou

n =0

1(1 - GiB) z, =
]

===

i 1

Em BOX & JENKINS (5) mostra-se que a fungao geradora de co

variancia de Z.» definida por

Y@ = Iy, B | (4.1.1)
k:-—m
pode ser escrita
q
M (1-H,B) (1L~-H, F)
=1 ) ) 2 (4.1.2)
'Y(B) = p Oa . sl
iI=I (1-GiB) (1-GiF)
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Uma vez que B F = 1 e
(1 -H.B) (L-H, F) = 8% (1 - H!B) (1 - HT! ),
b i i b i
segue-se que qualquer processo

n (
It 1 -G, B) z =
i=1 1 t i

1 =0

(1 - H?l B) k a_, (4.1.3)
1

com a constante k apropriada, pode ter a mesma fungao geradora de cova
riancias. Se uma raiz real Hj cair dentro do circulo unitario, H}l

caira fora, do mesmo modoc que se um par complexo Hj e Hk cair dentro,

k

o par HE’ e H_! cairad fora. Entao, existe somente um processo estacio
nario e invertivel que tem a funcao de autocovariancia dada. Assim, a
condigao de invertibilidade & usada para assegurar a unicidade do mode

lo, como foi visto no exemplo 4.6,

4.1.5 — Formas Aiternativas de Identificacdo

Um dos maiores obstaculos a utilizagac da filosofia de Box-
Jenkins para construgao de modelos estd na identificagao, que, em al
guns casos, pode exigir do pesquisador pratica e perspicacia.

GRAY et alii (13) apresentam uma solugao satisfatoria para
tal problema, facilitando a identificagao do modelo. A seguir procu
ra-se dar uma ideia de tal procedimento.

Seja um processo ARMA (p, q) com fungac de autocorrelagao

e Def inem=se as seguintes fungoes:
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P Prs1
pk+1 pk+2
H.n[ pk ] = . e L 3 I |
Pren-1  Pren
com Ho [pkliE 1, e

1 1
p Py,

Hilp ) =| * k+1
pk+1, _ Prea  **°
Pr+n-1 Pi+n

Definem~se, e=ntao,

H [0, ]

R (pk) = .
H_ [1; Py ]

s (o = a1 P
a Pr ’

H [ Pr ]

que podem ser obtidos recursivamente por
S'D (pk) = 1’

Ry (p) = Py
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pkfn

LI ]

Pre+2n-2

pk+n

© Pran+l

Pr+2n~1

(4.1.4)

(4.1.5)



| S, (pk+1)

Rl B =R (o) t———— -1
5, (pk)
: R (p,,q)
_a n Tk+l”
¢ Sn (pk) = Sp-1 (°g+1) — -1,
R (pk)

paran =1, 2, ... e k=20,2%l, £2, ...
Os_ autores mostram que: -

a) o comportamento de Sn quando n e dado por

1
=
1]

= Cl’ k2q=-p+1,
SP (pk) = C2, k< -q - p,
nao constante, -q ~p <k <q-p+ 1,
=Cp k >q-p+1l
k
- = < -q -
Sp[( D pl C,s k q ~p,
nao constante, -q -p < k<gq -p + 1,

com

¢, = -DP - ) &) »
k=1

€27 - ?1/¢p’

c, = -1)P[1 - E (-1)k o, ]

k=1 k
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v o o1y PHL
e ¢, = (-1) c3/<t:P ,
isto e, Sp & constante para k > q-p+t1leparak<-q-p;e

b) o comportamentd.de Rn quando n = p & dado por

=0, k>q-p+1eks—q -p,
x 7 .
#0, -g-p<k<gq-p+l,

isto e, Rﬁ+1 e nulo fora do intervalo (-q -p; q - p + 1).

Na pratica, estimam-se R e S para diversosvaloresde n e k;
do exame dos.resultados identificam-se p e q.

Os autores sugerem, ainda, a estatistica D(n, m) para medir

a concordancia com o padrao para um processo estaciondrio ARMA (p, q).

Para cada par de inteiros (n, m), tais quen =0, 1, ..., N e

m=20, 1, ..., M, define—se

Spe1 P = 1)
8 o,
D{n, m) = . (4.1.6)
v
2 2

S _(p Y+s_ (p ) 3 (o_____4)

com V = n  m-ntl n+l "m-n + Z; -n+1 —m-n-1 .
1=1
n-l(pm—n—Z)-ysn(pmrn~l) Rn(p—m—néi+1)
2
Rn+1(pm—n+l)
+ )

Rn<pm—n+i+l)

onde S_1 (pm) =0 e R0 (pm) =1

Estima~-se D(n, m)'para diversos valores de n e m tomam-se

p e q tais que
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D(p, q) = max D(n, m).

Os autores referem-se, tambéem, ad caso nao-estacionario.

OZAKI (25) sugere o uso do procedimento MAICE (minimum Akai
ke information criterium estimatibn),que escolhe o modelo gtravES' do
criterio da informagio de Akaike (AIC), para identificar modelos ARIMA
de modo quase automatico. O autor mostra que o AIC normalizado de wum

modelo ARIMA (p, d, q) & dado por

AIC (p,d, q) =N log 8: + 2(p+q+1+6do)+N log 2m+ N, (4.1.7)

N-d

1, sed =20

onde 6do =
0, sed ¢ 0.

0 procedimento consiste em tomar o modelo que resulta em AIC minimo,
dados varios modelos provaveis.

. Entretanto, embora existam formas alternstivas de idehtifi
cagao do modelo, usar-se-a neste trabalho o procedimento-usuél'de Box-
Jenkins, por motivo de disponibilidade de programas de compufador ja
desenvolvidos e por nao ser o escopo deste trabalho comparar tais al

ternativas.
4.2 — ESTIMACAO DOS PARAMETROS

Sejam N observagoes de um processo ARIMA (p, d, q)
4 | |

Tomando-se as primeiras d diferengas obtZm-se n = N - d observagoes de

um processo ARMA (p, Q)
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¢{(B) (wt - u) = 6(B) a,. (4.2.2)

Apos a identificagao do'modelo tem-se p + q + 2 parametros a serem es
timados, a saber, ¢1, ceey ¢ s B ceay Bq, ue 0;, sendo equivalente
estima-los em (4.2.1) ou em (4 2, 2) Em certos casos, como quando
d > 0, pode-se assumir que u= 0. Caso contrario, substitui-se U pela

seguinte estimativa inicial:

o _—_ 1 ¢
fl=w="- ) LA (4.2.3)

Os principais aspectos da estimagao dos parametros, que se
acha descrita em detalhes em BOX & JENKINS (5), sao vistos a seguir,

Usam-se estimadores de minimos quadrados que sao eficientes
e podem ser obtidos atraves de um processo iterativo nao linear, o qual
parte de estimativas iniciais, como aquelas obtidas no estagio de i
dent1f1ca§ao do modelo.

A equacao (4.2.2) pode ser escrita

a, = w - ¢1 Wep T orer T ¢ w - 61 R eq at-q

Para calcular a, e preciso encontrar os valores iniciais para os w's e
os a's. Essa questao dos valores iniciais pode ser resolvida através
de dois procedimentos: um condicional, em que se substituem os  valo
res iniciais desconmhecidos por um conjunto de valores que se suponham
razoaveis; outro incondicional, mais eficiente, em que os valores ini
ciais desconhecidos sao estimados de uma amostra de dados.

No procedimento condicional, os valores iniciais podem ser
substituidos por zeros, mas, isto introduz um erro que so desaparece
muito lentamente, caso as equagoes caracteristicas possuam raizes proxi
mas do circulo unitario. Se forem dados p valores w, e q valores a,
anteriores ao inicio das observagoes da série podem-se calcular os va
lores condicionais a, (¢, BIwW,, a,, W), £t =1, ..., N Supondo-se que
os a, sao 1ndependentes e normalmente distribuidos, a fungao densidade

das observagoes, dados os valores iniciais assumidos, & da forma
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Ioal). (4.2.4)

p(a;y «..y a ) «
1 n el

exp | -
1

o 2 o2
a a

O logaritmo da fungao de verossimilhanga condicional, dados os valores

W, ea,, e

*
%, (¢, 6, cra) =-n ln ca———- . (4.2.5)
2 ¢t
a
. .
onde S, (¢, 8) = Z ai (¢, 81 w., a,, w) (4.2.6)

t=1

e a soma de quadrados condicional. Entac, as estimativas de maxima ve
rossimilhanga condicional sao as mesmas que as de minimos quadrados.
No procedimento incondicional os valores desconhecidos -sao
- - . » a [} » .
substituldos por suas esperancas condicionais. a um conjunto de dados e
novamente & minimizada a soma de quadrados. A fungao densidade das ob

servagoes, sob a hipotese de independéncia e normalidade, e da forma

1
Plags wvoy 2)) = 5 £ (4, 8) exp| - —=— 504, O} (4 ; 4

o 20
a a

onde £(¢, 6) e uma fungao dos coeficientes que nao envolve os dados e

13

$(9, 8) = [ E (al¢, 8, w)? (4.2.8)

f=—x

€ a soma de quadrados incondicional. O logaritmo da fungao de verossi
milhanca incondicional e dado por
(¢, 0, ca) =f (¢, 8) ~n 1n a, - S(¢, 8) . (4.2.9)

202
a

Para processos estacionarios as esperangas em (4.2.8) tor

nam-se muito pequenas quando t < 1 - Q, onde Q & um inteiro positivo
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suficientemente grande, o que nos permite minimizar a soma finita

| n ,
s'(¢, 8) = ] E (atd, 8, w)? . (4.2.10)
t=1-Q _

Entao, para amostras suficientemente grandes & aproximadamente equiva
lente minimizar a soma finita ou a soma infinita. As estimativas obti
das seraoc aproximadamente as de maxima verossimilhanga. '
Em BOX & JENKINS (5, p.240) encontram-se,ainda, estimativas
da matriz de covariancia das estimativas de maxima verossimilhanga, com

a qual & possivel fazer inferencias sobre os parametros.

Exemplo 4.7 - A estimagzo dos parametros das series simuladas.A, BeC

conduz aos seguintes resultados:

a) série simulada A
$ = 0,8622 (I.C.: 0,7099 a 1,0145)
DPR '= 1,3093,

onde DPR & o desvio padrao residual;

b) serie simulada B

8 = 1,0486 (I.C.: 0,7662 a 1,3311)

DPR = 0,8986; e

¢) serie simulada C

= 1,1352 (I.C.: 0,0901 a 2,1802)

=

= 0,8064 (I.C.: 0,5414 a 1,0713)

-2

= (0,3289 (I.C.: -0,0970 a 0,7548)

DY
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DPR = 1,0451.

Para a serie D os resultados sao semelhantes aos da serie C.
| |

4.3 — VERIFICAGCAO

Neste estagio e preciso verificar se o modelo encontrado &
adequado ou nao para descrever os dados. Quando & possivel supor a
priori em que diregao pode estar ocorrendo inadequagao do modelo, po
de-se superestimar com um modelo mais geral e, entao, examinar os paqé
metros estimados. Entretanto, a verificagao pode ser feita com base
nos proprios dados, analisando-se os residuos, que sao definidos por

-

3 = 871(8) &(B) v | (4.3.1)

Neste caso, dois testes sao usados, um baseado na fungao de autocorre

lagao e outro baseado no periodograma acumulado.

4.3.1 — Verificagéo pela Fungfo de Autocorrelacio

Pode-se mostrar que, se o modelo e adequado,

- 1
+
a, = a, 0 .

va

isto &, a medida que o numero de observagoes da serie cresce, os a.'s

- - - -
aproximam+-se do ruido branco. Entao, se os ruldos mostrarem—se corre

lacionados isto indicara inadequagao do modelo.
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Pode-se mostrar, ainda, como citado por BOX & JENKINS (5) ,
quespara K suficientemente grande e se o modelo for apropriado, a quan
tidade

K

Q=n ] g (@ (4.3.2)
k=1 _

tem distribuigao aproximada de X*(K - p ~ q). Se o modelo nao for a
propriado, 'Q tende a ser grande, obtendo-se, assim, um teste de aderag

cia aproximado para o modelo.

4.3.2 — Verificagdo pelo Periodograma Acumulado

Definicdo 4.1 — Periodograma

Uma serie temporal a t=1, 2, ..., n pode ser vista como
constituida de sendides e cossendides com diferentes fregllencias, defi

nindo—-se o pericdograma por

n n
I(f.) = —2—-{( Y a cos 2mf, £)2 + (] a_sen 21 £, ty?1,
i t Rt £ i
n t=1 t=1
i (4.3.3)
ac_i_. a s ; ™
onde f. — & a freqllencia.

0 periodograma pode ser usado para testar a aleatoridade da
série, detectando a existencia de componentes periodicas, como sazona

lidade. O periodograma acumulado normalizado e definide por
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C(£.) = —“-2— , (4.3.4)

onde §* & uma estimativa de 0;. Colocando-se num grafico C(fj) con
tra fj os pontos ficarao ao redor da reta que.ligé os pontos (0; O)V_e
(0,5; 1), caso a série seja ruido branco. Para saber se a séerie & mes.
mo ruido branco utiliza-se um teste do tipo Kolmogorov-Smirmov, tragég |
do-se duas novas linhas ao redor da linha tearica; formando um limite
superior e outro inferior (figura 4.5). Tais limites sao dados por
£K,/vq , onde

(n-2)/2, n par
(n - 1)/2 , n Impar.
e K vem de tabela, com nivel de significancia a

‘/////limite superior
linha tedrica

-—

C(fj)

_-limite inferior

A L L L L T S

(=
[=]
o

f,
J

FIGURA 4.5 - Grafico do Periodograma Acumulado contra a Freglencia.
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4.3.3 — Uso dos Residuos para Modificar o Modelo

A analise dos residuos pode mostrar nao s0 a inadequacao do
modelo, mas, tambem, como ele pode ser melhorado. Por exemplo, ini
cialmente identificou-se o modelo

d

o =
| ¢° (B) Vv z = 80 (B) bt’

mas, posteriormente, verificou-se que os residuos bt nao eram aleatd

rios, seguindo o seguinte modelo:

d
e =
¢, (B) V b, =6 (B a
onde a & ruido branco. Entao, o novo modelo ser
dg 4
wo {B) ¢e (B) V " ¥V z, = 80 (B) Be (B) a .

4.4 — PREVISAO

Depois de encontrado o modelo que melhor se ajusta aos da
dos, pode-se usa-lo para prever valores futuros da série temporal.

A previsao de um valor futuro ) e feita com base em ob
servagoes previas da série Zys Zo_qs see @ do ruido a8 _qs ven -
Pode-se estuda-la em cada uma das tres formas do modelo ARIMA vista em
3.3.2, mostrando diferentes asﬁectos da questao.

Para o instante t + I as tres formas do modelo ARIMA sao:

a) forma de equagao de diferenga
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Zeer T P11 Yoo ¢p+dzt+1-p*d1.at+lf-elat+l-1.-"' "8 %eri-¢

(4.4:1)
b) forma integrada
(<]
= Yy, a ‘s
Ze+l jzo j t+l-j
= Ct(l) + It(Z), (4.4.2)
com ?o =1le Ct(Z) = .z WZ+J at_J ; e
j=0
¢) forma invertida
2., = jZO LPIL IR S N | (4.4.3)

Notagio — A seguinte notagdo é utilizada:

a) Previsao
Representa-se por Et(Z) a previsao no instante t + I feita a partir do

instante t ou, em outras palavras, a previsao de 2, 0a origem t;

b) Esperanga condicional
Por simplificacao representa-se a esperanca condicional das seguintes
formas:

E[

Blzi,g]

{ zt+l |

]

E[ z

zt+1 zt, -1? see] 3
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c) Erro de previsao

0 erro de previsao e representado por

e (D) =2 ., -2 () (b.4.4)

4.4.1 — Previtdo de Erro Quadrético Médio Mfnimo

Uma vez que a previsao na origem t so pode depender de valo

res ate o instante t, a melhor previsao poderz ser escrita na forma

i (1) = ] ¥* a .. (4.4.5)
t j=0 2+ I

Tomando-se o modelo na forma integrada (4.4.2), o erro quadratico me

dio da previsao & dado por

, 2
EQM (2, (D] = Elz,, - %,(1)]
= - * 2
1-1 co 2
= - * . .
E [jzo qJj Fe+l-j jzo (w1+j Wz+3) 4e-31
2 _ w2 2
= (1 - ‘l‘l ~ .. ‘Pz_l) 9, + jzo (‘1"1_,,3 Z+J)20 ’

(4.4.6)

uma vez que as covariancias dos a, sao nulas.
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De (4.4.6) conclui~se que o erro quadratico medio @ minimi

, .
zado quando wl+j ¥

1+]

Entao, a previsao de erro quadratico medio minimo e dadapor

2 (1) = erO Y05 2 © c.( . (4.4.7)

Como

2o = (B v Yy e at+1) * et Y at—1+"'”)
= et(l) + Et(Z), : -' (4.4.8)
o erro de previsao e dado por
-1
1) = b4 . 4,4.,9
e (1) jﬁo § 2eel-3 | ( )

Como
E [et(l)] = 0,

a previsao dada por (4.4.7) @ nao-viciada.
Tomando-se a esperanga condicional em (4.4.8), dado que to

dos os valores sao conhecidos até o .instante t, conclui-se que

Et(Z) = E

; {zt+Z . (4.4.10)
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4.4.2 — intervalo de Confianga para a Previsdo

A variancia do erro de previsao sai de (4.4.9):

V{l) = var [et (1)1

E [et (1)1%

1-1
) c:
j=0 1

2 2 2
(L+ ¥+ ...+ ¥ Do . (4.4.11)

Se se dispoem de pelo menos 50 observagoes, a estimativa da variancia

do erro de previsao pode ser dada por

- -1
V()= 7 w; s; , (4.4.12)
j=1
onde s: e a estimativa de 0;.

Assim, sob a Suposiggo de normalidade dos erros, podem—se
- ] [ - -+ N
construir intervalos de confianca aproximados, com nivel 1 — € de con

fianga, atraves de

E D Eu, v | - (4.4.13)

onde u€/2 sal da normal padrao.

_85_





